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Adaptive FE Diskretisierung zur Bestimmung der Eigenfrequenzen von
Fla¨chentragwerken
Die Eigenwerte der Bewegungsgleichung in der Strukturdynamik werden numerisch bestimmt. Der Diskretisierungs-
fehler wird a-posteriori abgescha¨tzt. Dieser bildet die Grundlage einer adaptiven Netzverfeinerung. Das Vorgehen
wird an einem Beispiel erla¨utert.
1. Problemstellung
Ausgangspunkt der Untersuchungen ist die Bewegungsgleichung der Strukturdynamik in ihrer homogenen Form,
div σ + λρu = 0 ∀ x ∈ Ω + homogene Randbedingungen . (1)
Diese elliptische DGL liefert Lo¨sungspaare {ui, λi} , i = 1,∞. ui ist die i-te Eigenform, λi charakterisiert den
i-ten Eigenwert, d.h. die Eigenkreisfrequenz ist ωi =
√
λi. Viskose Da¨mpfung wird nicht beru¨cksichtigt, damit
sind komplexe Lo¨sungen ausgeschlossen. Zur Lo¨sung wird das Bubnov-Galerkin Verfahren benutzt, und damit die
Gleichung (1) in eine a¨quivalente Variationsgleichung u¨berfu¨hrt,∫
Ω
((v) : σ(u) − λρv · u) dx = 0 , → a(v,u)− λ(v,u) = 0 ∀v ∈ V ⊂ H10 . (2)
Zur numerischen Umsetzung werden endlich dimensionale Funktionenra¨ume benutzt, die letzendlich auf die FE-Form
der Variationsgleichung fu¨hren,∫
Ω
((vh) : σ(uh) − λhρvh · uh) dx = 0 , → a(vh,uh)− λh(vh,uh) = 0 ∀vh ∈ Vh ⊂ V . (3)
In den numerischen Experimenten werden bilineare Polynome verwendet, die C0 stetig sind: uh = Nd. Die zu-
geho¨rige Matrixformulierung lautet: (K − λhM )d = 0 .
2. Fehlerabscha¨tzung
Um das Konvergenzverhalten einer FE-Implementierung zu beurteilen, sind entsprechende a-priori Fehlerabscha¨tzun-
gen notwendig. Abweichungen davon indizieren z.B. mo¨gliche Versteifungseﬀekte, die ausgiebig fu¨r elastische und pla-
stisches Materialverhalten diskutiert wurden oder instabile Diskretisierungen. Weiterhin sind a-priori Fehlerscha¨tzun-
gen auch im Hinblick auf a-posteriori Fehlerabscha¨tzungen wesentlich, um die korrekte Asymptotik zu kontrollieren.
Fu¨r konvexe Gebiete (u ∈ H2) liegen z.B. von Nystedt [2] a-priori Fehlerabscha¨tzungen vor,
‖u− uh‖a ≤ Ca (λ + 2d)
d
‖hD2u‖2 , λh − λ ≤ Cλ (λ + 2d)
d
‖hD2u‖22 . (4)
Dabei zeigt sich eine große A¨hnlichkeit zu den Fehlerabscha¨tzungen in der Elastostatik. Ca, C0 und Cλ sind Konstan-
ten, die von der Geometrie des betrachteten Gebietes und der Uniformita¨t der gewa¨hlten Diskretisierung abha¨ngen.
Die Konstante d beschreibt den Abstand vom betrachteten Eigenwert λ zum na¨chsten Eigenwert λi. Man erkennt,
daß insbesondere Eigenwerte mit einer (algebraischen) Vielfachheit κ > 1 eine gesonderte Behandlung erfahren
mu¨ssen, Heuveline [1]. Im vorliegenden Beitrag werden nur einfache Eigenwerte λ und deren zugeho¨rige Eigenformen
u betrachtet. Im Zuge einer adaptiven Netzverfeinerungsstrategie beno¨tigt man einen a-posteriori Fehlerscha¨tzer.
Residuelle Fehlerscha¨tzer wurden schon von Nystedt [2] und Heuveline [1] vorgeschlagen. Wiberg et.al. [3] benutzen
das sogenannte ’Superconvergent Patch Recovery’(SPR) Konzept und generieren auf einem Elementpatch ein qua-
dratisches Verschiebungsfeld. Diese Strategie weist jedoch einige Nachteile auf.
Deshalb wird hier auf den bekannten Fehlerscha¨tzer von Zienkiewicz/Zhu zuru¨ckgegriﬀen, um den Fehler der Eigen-
form u−uh in der Energienorm ‖e‖a abscha¨tzen zu ko¨nnen. Dazu wird das bekannte SPR-Konzept nochmals kurz
dargestellt. Der Fehler in der Energienorm ist deﬁniert als,
‖u− uh‖a =


∫
Ω
(σ − σh)C−1(σ − σh) dx


1/2
. (5)
Die unbekannten Spannungen σ werden durch σ∗ approximiert. σ∗ ist global stetig und wird innerhalb des Element-
patches als ein lineares Polynom gewa¨hlt σ∗ = Pa mit P = [1xy]. Mittels der superkonvergenten Spannungspunkte
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E = 1.0e + 5, ν = 0,
ρ = 2500, t = 0.3
u(·, y = 1) = 0 ,
sonst: σ · n = 0 ∀x ∈ ∂Ω
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Abbildung 1: L-Gebiet – Daten, Adaptierte FE-Netze fu¨r 2. Eigenform
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(a) 1.Eigenform
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Abbildung 2: Adaption der 2. Eigenform mit SPR; gescha¨tzter Fehler ‖e‖a,h fu¨r 1. und 2. Eigenform, Vergleich der
gleichfo¨rmigen Verfeinerung (uni) mit adaptiver Verfeinerung (ada)
xk und eines diskreten Quadratmittelproblemes wird a bestimmt,
4∑
k=1
(σh(xk)− P (xk)a)2 ⇒ min . (6)
Daraus ko¨nnen verbesserte Spannungen im Mittelpunkt xi des Elementpatches bestimmt werden σ∗(xi) = P (xi)a.
Damit liegt ein Fehlerscha¨tzer vor, der auf Grund seiner Verwandtschaft mit residuellen Fehlerscha¨tzern ebenfalls
eine obere und untere Schranke besitzt. C charakterisiert dabei die Materialmatrix,
‖e‖a,h =


∫
Ω
(σ∗ − σh)C−1(σ∗ − σh) dx


1/2
. (7)
3. Numerisches Experiment
Am Standardbeispiel – L − Gebiet – soll der beschriebene Fehlerscha¨tzer getestet werden. Alle Parameter sind in
Abb. 1 angegeben. Die L−Form wird zuna¨chst mit Q1 Elementen gleichfo¨rmig diskretisiert. Anschließend soll mit
Hilfe des SPR-Fehlerscha¨tzer eine adaptive Netzsequenz generiert werden. Die dazu beno¨tigte Netzverfeinerungs-
steuerung wird hier nicht diskutiert. Dabei soll der Fehler der 2. Eigenform in der Energienorm minimiert werden.
Die Ergebnisse der gleichfo¨rmigen und adaptiven Diskretisierung sind in Abb. 2(a,b) fu¨r die ersten beiden Eigen-
formen wiedergegeben. Einerseits wird deutlich, daß ‖e‖a,h bei gleichfo¨rmiger Verfeinerung mit einer konstanten
Rate (0.68) reduziert wird. Diese Konvergenzrate stimmt na¨herungsweise mit dem kleinsten Eigenwert α = 0.61 des
singula¨ren Lo¨sungsanteiles der Gesamtlo¨sung u¨berein. Infolge der einspringenden Ecke gilt dann ‖e‖a ≤ chα‖u‖α+1.
Bei adaptiver Netzverfeinerung bzgl. der 2. Eigenform ergibt sich eine deutlich bessere Konvergenz gegen die exakte
Lo¨sung.
4. Zusammenfassung
Entsprechend der vorliegenden a-priori Fehlerabscha¨tzung zeigt sich bei dem numerischen Beispiel ein a¨hnlich konver-
gentes Lo¨sungsverhalten wie bei linearen elastostatischen Problemstellungen. Bei adaptiver Netzverfeinerung fu¨hrt
die Nutzung des SPR-Fehlerscha¨tzers zur erwartet besseren Konvergenzrate.
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